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Scritto da Gabriel 

Numeri complessi 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

MCD ed MCM, Algoritmo di Euclide, Identità di Bezout, Congruenze 
La divisione in 𝑁 può essere descritta come: 

- Siamo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, con 𝑏 ≠ 0. Allora esistono e sono unici due numeri naturali 𝑞 detto quoziente ed 𝑟 

detto resto. 

Abbiamo quindi: 𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑏 

La divisione in 𝑍 può essere descritta come: 

- Siamo 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, con 𝑏 ≠ 0. Allora esistono e sono unici due numeri naturali 𝑞 detto quoziente ed 𝑟 

detto resto. 

Descriviamo quindi: 𝑎 = 𝑏 ∗ 𝑞 + 𝑟, 0 ≤ 𝑟 < 𝑏  

Analogamente possiamo descrivere: 

- la divisibilità in 𝑁, descrivendo che 𝑏 divide 𝑎 se 𝑎 = 𝑏𝑞 per un opportuno 𝑞 ∈ 𝑁. 

o Se 𝑏 divide 𝑎, si scrive 𝑏 | 𝑎 

o Se 𝑏 non divide 𝑎, si scrive 𝑏 | 𝑎 

- la divisibilità in 𝑍, descrivendo che 𝑏 divide 𝑎 se 𝑎 = 𝑏𝑞 per un opportuno 𝑞 ∈ 𝑍. 

o Se 𝑏 divide 𝑎, si scrive 𝑏 | 𝑎 

o Se 𝑏 non divide 𝑎, si scrive 𝑏 | 𝑎 

Descriviamo inoltre il Massimo Comune Divisore ( M.C.D. ) è il più alto numero intero 𝑑 divisore di due interi 

𝑎 e 𝑏 diversi da zero. Si indica con 𝑀𝐶𝐷(𝑎, 𝑏) oppure semplicemente (𝑎, 𝑏). 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

Il massimo comun divisore sarà questo l’ultimo resto non nullo della sequenza di divisioni successive. 

  



Scritto da Gabriel 

Parliamo quindi dei polinomi, descrivendo 𝑆[𝑥] come insieme dei polinomi nella indeterminata 𝑥 ed a 

coefficienti in 𝑆; tale 𝑆 ∈ {𝑍, 𝑄, 𝑅, 𝐶}. 

 

 

 

In generale, nell’insieme 𝑆 (ed evidenti insiemi contenuti), vale la legge di cancellazione del prodotto. 

  



Scritto da Gabriel 

La divisione tra polinomi è un'operazione che consente di dividere un polinomio (dividendo) per un altro 

polinomio (divisore). Il risultato è composto da due parti: il quoziente e il resto. Formalmente, la divisione 

tra polinomi può essere espressa come segue: 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

Classi di congruenza, Teorema cinese dei resti 

 

 

 

 

Le relazioni che siano: 

- Riflessive 

- Simmetriche 

- Transitive 

sono definite relazioni di equivalenza. 

 



Scritto da Gabriel 

Una relazione di equivalenza sull’insieme degli interi divide gli interi in classi di equivalenza; nel nostro caso 

la congruenza modulo un intero strettamente positivo m dividerà Z in classi di congruenza (modulo m). 

Similmente, esistono, dati 𝑎 ∈ 𝑍, 𝑛 ∈ 𝑁, 𝑛 > 0 la classe di congruenza di 𝑎 modulo 𝑛 e si indica [𝑎]𝑛 oppure 

[𝑎] 𝑚𝑜𝑑 𝑛. Possiamo descrivere [𝑎]𝑛 come l’insieme di tutti i numeri interi che sono congrui ad 𝑎 modulo 

𝑛. 

 

Possiamo quindi descrivere: 

 

In essa definisco una somma e un prodotto; la definizione della somma in 𝑍𝑛 non dipende dalla scelta dei 

rappresentanti delle classi (i rappresentanti sono elementi scelti all'interno di ciascuna classe per 

rappresentare l'intera classe. Ogni classe di equivalenza ha uno o più rappresentanti, che condividono la 

stessa proprietà che definisce l'equivalenza tra gli elementi della classe. 

Nel contesto delle classi di congruenza modulo n, i rappresentanti sono spesso scelti tra gli interi 

nell'intervallo [0,n−1] per semplificare i calcoli e l'analisi)- 

 

  



Scritto da Gabriel 

Importante ricordare: 

 

 

Definiamo quindi le congruenze, descrivendo: 

- Le congruenze lineari modulo 𝑛, espressioni del tipo 𝑎𝑥 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍 

 

Non tutte le congruenze hanno soluzioni: 

 

Risolvere una congruenza significa: 

- dire se ha o non ha soluzioni 

- nel caso le abbia, trovarle tutte. 



Scritto da Gabriel 

Come numeri interi sono infinite. Non tutte le equazioni lineari in 𝑍𝑛 hanno soluzioni e non tutte le 

equazioni lineari in 𝑍𝑛 che hanno soluzioni ne hanno una sola. 

 

Enunciamo due teoremi importanti: 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

In matematica, un "anello" è una struttura algebraica che combina due operazioni binarie, di solito 

chiamate "addizione" e "moltiplicazione", soddisfacendo una serie di proprietà. 

 

In 𝑍𝑃 tutti gli elementi ≠ [0]𝑝 e sono esattamente 𝑝 − 1. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Un sistema di congruenze è un insieme di equazioni di congruenza che coinvolgono una o più variabili intere 

e un modulo dato. L'obiettivo è trovare i valori delle variabili che soddisfano tutte le equazioni di 

congruenza contemporaneamente. 

 

Risolvere il sistema significa: 

- dire se ha soluzioni oppure no 

- nel caso le abbia, trovarle tutte 

Un 𝑥0 ∈ 𝑍 è una soluzione del sistema se è contemporaneamente soluzioni di ogni congruenza del sistema. 

Valgono inoltre: 

 

 

Il Teorema Cinese del Resto (CRT) è un risultato importante della teoria dei numeri e dell'aritmetica 

modulare che fornisce una soluzione per un sistema di congruenze lineari con moduli coprimi tra loro. Il 

teorema afferma che, se dati resti e moduli coprimi, è possibile trovare una soluzione che soddisfi tutte le 

congruenze contemporaneamente. 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Continuando con questo: 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Il metodo di Lagrange per risolvere i sistemi di congruenze è una tecnica utilizzata per trovare soluzioni 

intere di un sistema di equazioni di congruenza lineari. Questo metodo sfrutta il Teorema Cinese del Resto 

(CRT) e consente di semplificare la risoluzione di un sistema complesso di congruenze suddividendolo in 

sistemi più semplici. 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Grafi orientati e non orientati, tipi, arcoconnettività, tagli, Kruskal, Dijkstra 
In teoria dei grafi, un "grafo non orientato" è una struttura matematica composta da due elementi 

principali:  un insieme finito di vertici o nodi e un insieme finito di archi. 

- Vertici (𝑉): I vertici sono punti o nodi nel grafo. Ogni vertice rappresenta un'entità o un oggetto. Ad 

esempio, in un grafo che rappresenta le amicizie tra persone, i vertici rappresenterebbero le 

persone stesse. I vertici possono avere nomi, etichette o numeri per identificarli. 

 

- Archi (𝐸): Gli archi sono linee o connessioni tra i vertici. Gli archi rappresentano le relazioni tra i 

vertici. Se in un grafo rappresentante le amicizie, un arco collega due vertici, ciò indica che le due 

persone sono amiche. Gli archi possono essere bidirezionali, cioè non hanno direzione, il che 

significa che la relazione è reciproca. In alcuni casi, gli archi possono avere un peso associato per 

indicare una misura o una distanza tra i vertici. 

o I nodi collegati da un arco sono vertici e l’arco vi è incidente 

o I vertici sono adiacenti se esiste un arco di cui sono estremi 

Un grafo non orientato può essere rappresentato in forma visuale tramite un diagramma in cui i vertici sono 

rappresentati come punti e gli archi come linee che collegano i vertici corrispondenti.  

Enunciamo: 

 

Inoltre: 

- Il numero dei vertici di grado dispari è un numero pari 

Descriviamo inoltre il grado di un vertice come il numero di volte in cui 𝑣 è estremo di un arco. 

Possiamo definire: 

- Un grafo viene definito 𝑘 − 𝑟𝑒𝑔𝑜𝑙𝑎𝑟𝑒 se ogni vertice ha grado 𝑘. 

 

- Un grafo si dice completo se tutti i vertici sono adiacenti; questo si indica con 𝐾𝑛 

  



Scritto da Gabriel 

Un "sottografo" è una parte di un grafo più grande che conserva alcune o tutte le sue caratteristiche 

strutturali. In altre parole, un sottografo è ottenuto selezionando un sottoinsieme dei vertici e degli archi dal 

grafo originale in modo tale che le connessioni tra i vertici rimangano intatte. Un sottografo può essere una 

porzione del grafo originale oppure può avere alcuni vertici e archi rimossi. 

 

Un sottografo indotto di un grafo 𝐺 è ottenuto selezionando un sottoinsieme dei vertici di 𝐺 e tutti gli archi 

che connettono quei vertici. In altre parole, un sottografo indotto contiene tutte le connessioni tra i vertici 

selezionati. 

 

Per attraversare un grafo descriviamo: 

- un cammino, cioè una sequenza di vertici distinti dove ogni coppia di vertici consecutivi del 

cammino è collegata da un arco 

 



Scritto da Gabriel 

- un ciclo/circuito, cammino in cui i due estremi sono coincidenti 

- la lunghezza del cammino (o del circuito) è il numero di archi del cammino 

o un cammino è detto dispari se ha lunghezza dispari, pari altrimenti 

Abbiamo inoltre che: 

 

Poi possiamo dire che: 

- un percorso è una sequenza di vertici non necessariamente distinti dove ogni coppia di vertici 

consecutivi del percorso è collegata da un arco 

o viene detto chiuso se i suoi estremi coincidono 

o la lunghezza del percorso è il numero di archi attraversati 

 

 

Dato inoltre un 𝐺(𝑉, 𝐸), con 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, diremo che 𝑢 è connesso a 𝑣 se esiste un cammino di estremi 𝑢 e 𝑣. 

La relazione di connessione è una relazione di equivalenza (come tale: riflessiva, simmetrica e transitiva). 

 

Il grafo è detto connesso se ha un’unica componente connessa. 



Scritto da Gabriel 

Un grafo bipartito è un tipo specifico di grafo non orientato in cui i vertici possono essere suddivisi in due 

insiemi disgiunti in modo tale che tutti gli archi collegano vertici appartenenti a insiemi diversi. In altre 

parole, un grafo è bipartito se i suoi vertici possono essere divisi in due gruppi in modo che non ci siano 

archi all'interno dello stesso gruppo e tutti gli archi collegano vertici dei due gruppi differenti. 

Formalmente: 

 

 

Un grafo bipartito completo è un tipo particolare di grafo bipartito in cui ogni vertice del primo insieme è 

collegato a ogni vertice del secondo insieme. In altre parole, tutti i possibili archi che possono collegare i 

vertici dei due insiemi sono presenti nel grafo bipartito completo. 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Proseguendo: 

 

Poi: 

 

Due grafi si dicono isomorfi se possono essere disegnati nello stesso modo, cioè se esiste una 

corrispondenza biunivoca tra i loro vertici tale che gli archi vengono conservati. In altre parole, due grafi 

sono isomorfi se hanno la stessa struttura di base, anche se i nomi dei vertici e gli etichette degli archi 

possono essere diversi. 

 

 



Scritto da Gabriel 

Inoltre, possiamo descrivere: 

 

Poi, vi è la "sequenza di gradi" di un grafo, cioè una sequenza ordinata che elenca i gradi dei vertici del grafo. 

In altre parole, per ogni vertice nel grafo, la sequenza di gradi elenca quanti archi sono adiacenti a quel 

vertice. 

 

Un corollario possibile, aggiunto a livello logico, è il seguente: 

 

Possiamo inoltre descrivere una partizione in un grafo come suddivisione dei suoi vertici in sottoinsiemi 

disgiunti chiamati "classi" o "parti". In altre parole, una partizione rappresenta una divisione dei vertici del 

grafo in gruppi tali che ogni vertice appartenga esclusivamente a una delle classi e non vi sia 

sovrapposizione tra le classi. 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

Di fatto, dei grafi per essere isomorfi, hanno anche bisogno di avere gli stessi sottografi indotti. Ciò è visibile 

anche dal seguente esempio: 

 

Riassumendo qui: 

 

Nei grafi visti fino ad ora, cosiddetti grafi semplici, abbiamo che: 

- vi è una coppia di vertici con al massimo un arco 

- ogni arco ha due estremi distinti 

Possiamo parlare di multigrafo come un grafo dove le due condizioni precedenti non sono richieste, ma: 

- ci possono essere archi paralleli 

- ci possono essere archi che sono cappi 

o Nel contesto dei grafi, un cappio è un arco che collega un vertice a se stesso. In altre parole, 

un cappio è un'autoconnessione di un vertice attraverso un arco. 

o Un cappio è rappresentato come una sorta di loop 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Ora un concetto molto importante, cioè l’arcoconnettività, spesso indicata come "𝑘-arcoconnettività" o 

"arcoconnettività minima", misura che descrive la robustezza di un grafo orientato rispetto alla rimozione di 

archi. Indica il numero minimo di archi che devono essere rimossi affinché il grafo risulti sconnesso o non 

più fortemente connesso. 

Formalmente, l'arcoconnettività di un grafo orientato è definita come il valore minimo 𝑘 tale che il grafo 

rimanga fortemente connesso dopo la rimozione di 𝑘 archi. In altre parole, un grafo è 𝑘-arcoconnesso se, 

anche dopo aver rimosso fino a 𝑘 archi, rimane ancora fortemente connesso. 

 

In teoria dei grafi, un taglio rappresenta una divisione di un grafo in due insiemi disgiunti di vertici, insieme 

ai loro archi associati, in modo tale che la rimozione di questi archi dividerebbe il grafo in due componenti 

separate. 

 

Possiamo quindi distinguere: 

 



Scritto da Gabriel 

Quindi, un taglio associato è un taglio che rappresenta il numero minimo di archi da rimuovere per 

disconnettere due vertici specifici nel grafo. Più formalmente, dato un grafo e due vertici u e v, il taglio 

associato tra u e v è un taglio in cui u è in un insieme e v è nell'altro insieme, e l'insieme di archi del taglio 

rappresenta il numero minimo di archi da rimuovere per isolare u da v. 

 

Invece, un taglio connesso è un taglio che separa il grafo in due componenti connesse. Ciò significa che se si 

rimuovessero gli archi nel taglio connesso, il grafo sarebbe diviso in due parti, e non ci sarebbero percorsi 

che collegano i vertici di S ai vertici di T. 

Seguono specifici esempi di tagli: 

 

Attenzione però che: 

 

  



Scritto da Gabriel 

Possiamo quindi dare la seguente definizione definitiva di arcoconnettività: 

 

O in altri termini, per quanto riguarda un grafi: 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Sarebbe possibile provare che: 

 

 



Scritto da Gabriel 

E completando ciò: 

 

Parliamo poi di separatore, che all’interno di in un grafo rappresenta un insieme di vertici che, se rimosso 

dal grafo insieme ai suoi archi associati, divide il grafo in due o più componenti connesse più piccole. In altre 

parole, il separatore è un insieme di vertici la cui rimozione spezza il grafo in parti distinte. 

Formalmente, dato un grafo G e un insieme di vertici S, S è un separatore se la rimozione di S e degli archi 

adiacenti ai vertici di S aumenta il numero di componenti connesse nel grafo. In altre parole, se G−S (il grafo 

ottenuto dalla rimozione di S e dei suoi archi) ha più componenti connesse di G, allora S è un separatore. 



Scritto da Gabriel 

 

Descriviamo poi la connettività di un grafo come il numero minimo di vertici la cui rimozione dal grafo 

trasforma 𝐺 in un grafo sconnesso. 

 

Più matematicamente: 

 

Dati quindi i vertici non adiacenti, il concetto di connettività definisce dei cammini interamente disgiunti, 

come segue anche: 

 



Scritto da Gabriel 

Dato poi un grafo con almeno 2 vertici, il grado minimo di 𝐺 è 𝑑𝑔
min = min{𝑑(𝑣) | 𝑣 ∈ 𝑉}. 

Inoltre, per teorema, dato un grafo sempre con almeno due vertici, avremo che: 

𝐾(𝐺) ≤ 𝐾𝐸(𝐺) ≤ 𝑑min (𝐺) 

 

Possiamo inoltre definire: 

- una foresta come grafo senza cicli (aciclico) 

- un albero come foresta connessa 

Per gli alberi (con un numero di vertici ≥ 2) definiamo come proprietà: 

- ci sono almeno 2 vertici di grado 1 

- |𝐸| = 𝑉 − 1 

Definiamo quindi l’algoritmo di Kruskal, utilizzato per trovare un albero di copertura minimo in un grafo con 

pesi sugli archi. In altre parole, cerca di trovare un sottoinsieme di archi che connettano tutti i vertici del 

grafo in modo tale che la somma dei pesi degli archi sia la più piccola possibile.  

 

  



Scritto da Gabriel 

Quindi, dato un grafo connesso, ad ogni arco è associato un peso e si vuole trovare il peso minimo, come 

albero. 

 

 

L’esempio in questione è il seguente: 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Similmente, abbiamo l'algoritmo di Dijkstra, utilizzato per trovare il percorso più breve da un nodo di 

partenza a tutti gli altri nodi in un grafo con pesi sugli archi non negativi. L'algoritmo assegna una distanza 

minima stimata da un nodo di partenza a tutti gli altri nodi del grafo, aggiornando queste distanze man 

mano che esplora il grafo. 

Ecco l'algoritmo di Dijkstra formalmente: 

- Inizializzazione: Si assegna al nodo di partenza una distanza di 0 e a tutti gli altri nodi una distanza 

infinita. Si crea un insieme di nodi non visitati. 

- Esplorazione: Finché ci sono nodi non visitati: 

o Si seleziona il nodo con la distanza minima tra quelli non visitati. 

o Si marca il nodo come visitato e si aggiornano le distanze dei nodi adiacenti attraverso gli 

archi non ancora visitati. Se la distanza calcolata è inferiore alla distanza attuale, si aggiorna 

la distanza. 

- Terminazione: L'algoritmo termina quando tutti i nodi sono stati visitati o quando il nodo di 

destinazione è stato visitato (se si cerca il percorso più breve verso un nodo specifico). 



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

Sugli alberi, possiamo fare alcune caratterizzazioni (intanto la prima): 

1. Dato 𝑇(𝑉, 𝐸) grafo, sono equivalenti: 

a. 𝑇(𝑉, 𝐸) è un albero 

b. 𝑇(𝑉, 𝐸) è arcoconnesso 

c. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, 𝑥 ≠ 𝑦, ∃! 𝛼 cammino di estremi 𝑥, 𝑦 

Possiamo inoltre descrivere un grafo come planare quando può essere disegnato sul piano senza intersecare 

gli archi. Prima di enunciare il successivo teorema, occorre descrivere il minore di un grafo, ottenibile 

attraverso: 

 

 

Sulla base di queste osservazioni, determiniamo il teorema di Kuratowski. 

 

  



Scritto da Gabriel 

Per rappresentare grafi planari visualmente, descriviamo il metodo dei cerchi e delle corde, tecnica utilizzata 

per rappresentare grafi planari in modo visuale, sfruttando cerchi e segmenti di retta (chiamati "corde") per 

rappresentare vertici e archi rispettivamente. Questo metodo consente di disegnare grafi planari in modo 

ordinato e chiaro, evitando sovrapposizioni e incroci tra archi. 

Esso può essere usato solo se il grafo ha un circuito hamiltoniano (cioè, attraversa tutti i vertici del grafo): 

 

Concretamente: 

- Ogni vertice del grafo è rappresentato da un cerchio. I centri dei cerchi sono posizionati in modo da 

rispettare la struttura del grafo, garantendo che gli archi possano essere collegati senza 

sovrapposizioni. 

- Gli archi del grafo sono rappresentati da segmenti di retta (corde) che collegano i cerchi 

corrispondenti ai vertici collegati dall'arco. Le corde vengono disegnate all'esterno dei cerchi in 

modo da non attraversarli. 

- L'obiettivo è posizionare i cerchi (vertici) e le corde (archi) in modo che non si sovrappongano e che 

gli archi siano chiari e facilmente tracciabili. Questo può richiedere un po' di pianificazione e 

regolazione per evitare incroci indesiderati. 

A livello di vantaggi: 

- Chiarezza: I cerchi e le corde forniscono una rappresentazione chiara dei vertici e degli archi. 

- Evita Incroci: Quando utilizzato correttamente, il metodo evita sovrapposizioni e incroci tra archi. 

A livello di svantaggi: 

- Spazio: In alcuni casi, potrebbe richiedere molto spazio per rappresentare grafici complessi. 

- Complessità: La rappresentazione dei grafi più grandi può diventare complessa e disordinata. 

- Estetica: La disposizione dei cerchi e delle corde richiede attenzione per garantire che l'aspetto 

visuale sia gradevole e comprensibile. 

 

  



Scritto da Gabriel 

Un grafo notoriamente non planare è il grafo di Petersen. 

 

Altrimenti, possiamo anche aggiungere: 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Dato inoltre un grafo planare, ogni rappresentazione piana divide il piano in facce (o regioni). Il numero 

delle facce dipende solo dal grafo e non dalla particolare rappresentazione piana disegnata. 

La formula di Eulero è una relazione matematica che coinvolge i vertici, gli archi e le facce di un poliedro 

convesso. Questa formula è spesso utilizzata nella teoria dei poliedri e nella geometria per collegare queste 

tre quantità fondamentali in un poliedro. 

 

 

A livello di teorema, possiamo quindi determinare: 

 

In un grafo, il concetto di faccia è tipicamente associato ai grafi planari. Un grafo planare è un grafo che può 

essere disegnato su un piano in modo che i suoi archi non si incrocino. In questo contesto, le facce 

rappresentano regioni del piano delimitate dagli archi del grafo. 

  



Scritto da Gabriel 

Formalmente, in un grafo planare: 

- Una "faccia esterna" è la regione del piano che è delimitata da tutti i vertici e gli archi del grafo. È la 

regione esterna in cui il grafo è disegnato. 

- Le "facce interne" sono le regioni del piano delimitate dagli archi del grafo, escludendo l'esterno. 

Ogni volta che un arco attraversa il piano, esso delimita due facce interne. 

Possiamo quindi definire: 

- Una frontiera, definibile come l’insieme degli archi che delimitano 𝑓 

- Il perimetro di 𝑓, percorso chiuso che mi porta da un vertice attraversando tutta la frontiera 

 

Un circuito hamiltoniano di un grafo 𝐺(𝑉, 𝐸) è un circuito che attraverso tutti gli vertici 𝑣 ∈ 𝑉. 

Un grafo è hamiltoniano se possiede un circuito hamiltoniano. 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Il teorema di Dirac è un risultato nella teoria dei grafi che fornisce una condizione sufficiente per l'esistenza 

di un ciclo hamiltoniano in un grafo non orientato. Un ciclo hamiltoniano è un ciclo che passa per ogni 

vertice del grafo esattamente una volta. 

 

 

Attenzione che il teorema di Dirac dà una condizione sufficiente ma non necessaria per essere 

hamiltoniano. Un percorso è una sequenza di vertici non necessariamente distinti in cui ogni vertice è 

collegato a quello precedente. 

Un percorso è euleriano se: 

- È chiuso 

- Attraversa esattamente una volta tutti gli archi del grafo (ma i vertici possono comparire più di una 

volta) 

Invece, un grafo è euleriano se contiene un percorso euleriano. 

 

Sugli alberi, la seconda caratterizzazione  

1. Dato 𝑇(𝑉, 𝐸) grafo, sono equivalenti: 

a. 𝑇(𝑉, 𝐸) è un albero 

b. 𝑇(𝑉, 𝐸) è un grafo aciclico e |𝐸| = |𝑉| − 1 

c. 𝑇(𝑉, 𝐸) è un grafo connesso e |𝐸| = |𝑉| − 1 

 

 



Scritto da Gabriel 

Un grafo orientato è un tipo di grafo in cui gli archi hanno una direzione associata. In altre parole, ogni arco 

nel grafo orientato collega un "nodo di partenza" a un "nodo di arrivo" e ha una direzione che va dal nodo di 

partenza al nodo di arrivo. Questa direzione rappresenta un flusso o una relazione unidirezionale tra i nodi. 

Nel contesto di un grafo orientato: 

- I "nodi" (o "vertici") sono gli elementi fondamentali del grafo, rappresentando entità o punti di 

interesse. 

- Gli "archi orientati" (o "frecce") collegano un nodo di partenza a un nodo di arrivo. Gli archi sono 

direzionati e indicano una relazione da un nodo all'altro. 

- La "direzione" di un arco indica il senso in cui si muove dal nodo di partenza al nodo di arrivo. 

- Il "grado di entrata" di un nodo è il numero di archi che entrano nel nodo. 

- Il "grado di uscita" di un nodo è il numero di archi che escono dal nodo. 

- Una coppia ordinata di vertici è quella con un senso di percorrenza 

Inoltre: 

- In un multigrafo orientato posso avere archi paralleli (stessa coda e stessa testa) e cappi paralleli 

- In un grafo orientato non posso avere cappi o archi paralleli 

 

Descriviamo inoltre: 

- un cammino orientato come sequenza di vertici distinti dove ogni coppia di vertici consecutivi nel 

cammino è collegato da un ciclo orientato; 

- la lunghezza del cammino come numero di archi del cammino orientato. 

- la nozione di fortemente connesso se per ogni coppia di vertici 𝑢 e 𝑣 esiste un cammino orientato 

da 𝑢 a 𝑣 e viceversa 



Scritto da Gabriel 

 

Inoltre, descriviamo in questo modo i gradi: 

 

Da questo delineiamo il seguente: 

 



Scritto da Gabriel 

Vettori e norme 
Dati m numeri reali 𝑎1 , . . . , 𝑎𝑖  , … , 𝑎𝑚, si definisce vettore (reale) a m componenti (o di ordine m) l’m-pla 

ordinata di tali numeri reali. Un vettore si indica elencando i numeri reali ordinati all’interno di una coppia di 

parentesi tonde oppure quadre, eventualmente separati da una virgola.  

 

 

 

 

 

Naturalmente con ciascun vettore possiamo fare una serie di operazioni: 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Grazie al prodotto scalare e alla norma, possiamo quindi definire la nozione di angolo tra vettori. 

  



Scritto da Gabriel 

Matrici e tipi 
Tabella ordinata di elementi appartenenti allo stesso insieme, i cui elementi sono numeri reali. Le righe 

orizzontale sono e righe, quelle verticali le colonne. 

 

 

Il prodotto tra numero di righe e di colonne viene detto dimensione di una matrice. 

 

Esistono alcuni tipi di matrici: 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Possiamo inoltre determinare: 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Normalmente quest’ultima è nota come matrice aggiunta (o trasposta coniugata). 

Dato un sistema lineare di 𝑛 equazioni ed 𝑛 incognite, del tipo: 

 

 

Denominato anche come scrittura 𝐴𝑥 = 𝑏, detta scrittura matriciale. 

  



Scritto da Gabriel 

Operazioni tra matrici 
• Somma di matrici, effettuabile tra matrici dello stesso tipo 

 

 

Sulla somma valgono: 

- La proprietà commutativa 

- La proprietà associativa 

- L’elemento neutro (somma con matrice nulla) 

- Esistenza dell’opposto (matrice opposta) 

 

  



Scritto da Gabriel 

• Prodotto di una matrice per uno scalare, omonimo il significato, ottenendo come risultato un’altra 

matrice con la stessa dimensione di quella iniziale, i cui elemento sono ottenuti moltiplicando i 

termini della matrice per lo scalare presente 

 

• Prodotto tra matrici, detto anche moltiplicazione di matrici o riga per colonna, è un prodotto che 

avviene solo attraverso particolari condizioni. Restituisce una matrice avente tante righe quante 

quelle della prima matrice e tante colonne quante quelle della seconda 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

Come detto, per il prodotto: 

- Non vale la proprietà commutativa 

  



Scritto da Gabriel 

Tuttavia valgono: 

- La proprietà associativa 

- La proprietà distributiva 

- Elemento neutro 

- Moltiplicazione per matrice nulla 

Invece: 

- Non vale la legge di annullamento del prodotto 

Eliminazione di Gauss (MEG) e decomposizione LU 
Data una matrice 𝐴, l’obiettivo è prenderla e trasformarla in una matrice della forma a gradini (in cui sotto i 

gradini tutti i numeri sono uguali a 0, ciascun gradino inizia con il numero 1 ed ognuno è alto una riga). 

 

Le colonne che contengono gli inizi di gradini sono le colonne dominanti, invece le altre sono dette colonne 

libere. L’algoritmo è di natura iterativa e consiste nel: 

- Sommare alla i-esima riga di 𝐴 la j-esima riga di 𝐴 moltiplicato per uno scalare 𝐶  

- Moltiplicare la i-esima riga di 𝐴 per uno scalare 𝐶 ≠ 0 

- Scambiare la i-esima riga con la j-esima riga di 𝐴 (sostituire una riga della matrice con quella 

ottenuta sommando ad essa un multiplo di un’altra riga) 

Nello specifico, l’algoritmo si compone di questi passi: 

1. Riduzione a forma triangolare superiore: L'obiettivo principale dell'algoritmo di Gauss è trasformare 

la matrice dei coefficienti in una forma detta "triangolare superiore", in cui tutti gli elementi sotto la 

diagonale principale sono zero. 

2. Sostituzione all'indietro: Dopo aver ottenuto la forma triangolare superiore, si risolvono le variabili 

partendo dall'ultima equazione e risalendo, sostituendo i valori delle variabili già trovati nelle 

equazioni precedenti.  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

 



Scritto da Gabriel 

 

Il risultato è sempre una matrice aumentata è un concetto utilizzato in algebra lineare per rappresentare 

sistemi di equazioni lineari. È una combinazione di una matrice dei coefficienti e un vettore colonna dei 

termini noti di un sistema di equazioni lineari. 

Esiste una forma estesa dell’algoritmo presentato definita algoritmo di Gauss-Jordan, la quale Dopo aver 

ridotto la matrice a scalini, si applica in senso inverso, cioè dal basso verso l'alto, per ottenere una matrice 

che in ogni colonna contenente un pivot abbia solo il pivot come numero non nullo, (questa matrice 

risultante è anche detta matrice a scalini in forma ridotta): basta usare ogni riga, partendo dall'ultima, per 

eliminare tutte le cifre diverse da zero che stanno sopra al pivot di questa riga. Infine, sempre con mosse di 

Gauss (moltiplicando righe), si può ottenere che ogni pivot abbia valore 1. 

Concretamente si compone di questi passi: 

1. Riduzione a forma diagonale: L'obiettivo dell'algoritmo di Gauss-Jordan è trasformare la matrice dei 

coefficienti in una forma detta "diagonale", in cui gli elementi sia sopra che sotto la diagonale 

principale sono zero. 

2. Operazioni aggiuntive: Dopo aver ottenuto la forma diagonale, si continua ulteriormente applicando 

operazioni di riga per ottenere la matrice identità sulla parte sinistra (matrice dei coefficienti) della 

matrice aumentata. 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Per parlare della decomposizione LU, necessario introdurre il concetto di matrice di permutazione. 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

Rinfrescando inoltre i concetti di matrici triangolari: 

 

La decomposizione LU (Lower-Upper) è una tecnica comune nell'ambito dell'algebra lineare e delle matrici, 

utilizzata per scomporre una matrice quadrata in due matrici: una matrice triangolare inferiore (L) e una 

matrice triangolare superiore (U). Questa scomposizione è particolarmente utile per risolvere sistemi di 

equazioni lineari e calcolare l'inversa di una matrice. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

Determinanti e matrici inverse 
Il determinante di una matrice è un numero associato a ciascuna matrice quadrata avente ordine (numero 

di righe o colonne) 𝑛 ≥ 1, indicato con 𝑑𝑒𝑡 |𝐴|. 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Più generale e più utile è il teorema di Laplace. 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Una matrice quadrata 𝐴 si dice invertibile o inversa (non singolare) se esiste una matrice 𝐵 tale che: 

𝐴𝐵 = 𝑏𝑖𝑛 = 𝐵𝐴 

La matrice 𝐵 si indica con 𝐵 = 𝐴−1 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Dati i determinanti, abbiamo le sottomatrici, ottenute eliminando alcune righe e/o alcune colonne della 

matrice in esame, mentre si dicono minori associati a una matrice i determinanti delle sottomatrici 

quadrate da essa estratte (i rispettivi ordini sono ordini dei minori). 

 

 



Scritto da Gabriel 

Esistono altri tipi di minori: 

- Minori orlati, determinanti di ogni sottomatrice quadrata di ordine p+1, ottenuto dalla sottomatrice 

A’ aggiungendo una riga e una colonna di A 

- Minori complementari, determinante di una sottomatrice estratta da A eliminando una sola riga e 

una sola colonna 

 

 

Dalla successiva alcuni minori complementari tagliati per sintesi: 

 

  



Scritto da Gabriel 

Detto tutto ciò, per calcolare la matrice inversa di una matrice invertibile: 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

Spazi e sottospazi vettoriali, tipi, combinazioni lineari 
Uno spazio vettoriale è una struttura algebrica definita a partire da un insieme di vettori, da un campo di 

scalari e da due operazioni binarie, dette somma tra vettori e prodotto di un vettore per uno scalare, che 

devono soddisfare delle specifiche proprietà. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Un sottospazio vettoriale è un sottoinsieme di uno spazio vettoriale tale da essere, a sua volta, uno spazio 

vettoriale rispetto alle operazioni di somma tra vettori e di prodotto di un vettore per uno scalare definite 

nello spazio di partenza. 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

La somma e l’intersezione di due sottospazi di uno stesso spazio vettoriale sono due sottospazi dello spazio 

di partenza, per cui è possibile individuare una base per ciascuno di essi e calcolarne le dimensioni. 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Data una matrice 𝐴, inoltre, un sistema lineare del tipo 𝐴𝑥 = 0 (vettore dei termini noti pari a 0), è definito 

sistema lineare omogeneo. 

Similmente, abbiamo che 𝐴0 = 0 è detto spazio nullo della matrice A. 

 

 

Dato quindi uno spazio vettoriale, una combinazione lineare degli 𝑛 vettori, 𝑣1, 𝑣2, … 𝑣𝑛 ∈ 𝑉 con coefficienti 

(o pesi) 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 … + 𝛼𝑛𝑣𝑛 ∈ 𝑉. 



Scritto da Gabriel 

 

Quest’ultimo è il sottospazio generato da tutti i vettori. 

 

Dati gli insiemi dei vettori, definiamo due concetti chiave: 

- I vettori linearmente indipendenti 

 

  



Scritto da Gabriel 

- I vettori linearmente dipendenti 

 

In altri termini, un insieme di vettori si dice linearmente dipendente se almeno uno dei vettori può essere 

espresso come combinazione lineare degli altri vettori nell'insieme. In altre parole, esiste almeno un vettore 

nell'insieme che può essere ottenuto come una combinazione lineare dei restanti vettori. 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Per stabilire se un insieme è un sottospazio vettoriale, devi verificare se soddisfa le tre proprietà 

fondamentali di un sottospazio vettoriale: chiusura rispetto all'addizione vettoriale, chiusura rispetto alla 

moltiplicazione per uno scalare e contenimento del vettore nullo.  

Supponiamo di avere uno spazio vettoriale V su un campo F (solitamente i numeri reali o complessi). Ecco 

come puoi verificare se un insieme S è un sottospazio vettoriale di V: 

1. Chiusura rispetto all'addizione vettoriale 

Per ogni coppia di vettori v_1 e v_2 in S, la loro somma v_1 + v_2 deve appartenere a S. In altre parole, 

l'operazione di addizione tra due vettori all'interno di S deve produrre un vettore che è ancora in S. 

2. Chiusura rispetto alla moltiplicazione per uno scalare 

Per ogni vettore v in S e per ogni scalare c in F, il prodotto c * v deve appartenere a S. Ciò significa che 

moltiplicare un vettore in S per uno scalare deve ancora produrre un vettore in S. 

3. Contenimento del vettore nullo 

Il vettore nullo (il vettore che aggiunto a qualsiasi altro vettore non cambia il vettore stesso) deve 

appartenere a S. 

Se l'insieme S soddisfa tutte e tre queste proprietà, allora è un sottospazio vettoriale di V. Altrimenti, se 

almeno una di queste proprietà non è verificata, l'insieme non è un sottospazio vettoriale. 

Ecco un esempio concreto: 

Supponiamo di avere lo spazio vettoriale R^2 (tutti i vettori bidimensionali) e l'insieme S che contiene tutti i 

vettori di forma (x, y) dove x e y sono numeri interi positivi o nulli. 

1. Chiusura rispetto all'addizione vettoriale: Se prendiamo due vettori (x1, y1) e (x2, y2) da S, la loro somma 

(x1 + x2, y1 + y2) avrà ancora componenti intere o nulle. Quindi, la chiusura rispetto all'addizione è 

soddisfatta. 



Scritto da Gabriel 

2. Chiusura rispetto alla moltiplicazione per uno scalare: Se prendiamo un vettore (x, y) da S e lo 

moltiplichiamo per uno scalare c, otteniamo (c * x, c * y), che ha ancora componenti intere o nulle. Quindi, 

anche la chiusura rispetto alla moltiplicazione scalare è soddisfatta. 

3. Contenimento del vettore nullo: Il vettore nullo (0, 0) ha componenti intere o nulle, quindi fa parte di S. 

Poiché tutte e tre le proprietà sono soddisfatte, l'insieme S è un sottospazio vettoriale di R^2. 

A questo punto, data una qualsiasi matrice, si può parlare di rango (o caratteristica), definibile come: 

- Il massimo numero di righe linearmente indipendenti di A 

- Il massimo numero di colonne linearmente indipendenti di A 

- Spiegato in modo più semplice, data una matrice qualsiasi il rango è l'ordine massimo dei minori 

con determinante non nullo. 

 

Il rango della matrice A è un numero reale ed è indicato con il simbolo rk(A), rg(A), r(A), p(A). 

 

  



Scritto da Gabriel 

Quanti appena descritto è il cosiddetto teorema di Kronecker.  

 

Nella risoluzione di sistemi lineari, si utilizza spesso il Teorema di Rouché-Capelli, che ci dice quando un 

sistema di equazioni ha soluzioni e quando non ne ha. In termini semplici, stabilisce una condizione per 

determinare se un sistema di equazioni lineari abbia una soluzione, non abbia alcuna soluzione o abbia 

infinite soluzioni. 

In modo più specifico, il teorema afferma che: 

1. Se il numero di equazioni (righe) in un sistema è uguale al numero di incognite (colonne) e il 

determinante della matrice dei coefficienti è diverso da zero, allora il sistema ha una sola soluzione 

unica. 

2. Se il numero di equazioni è maggiore del numero di incognite e il determinante della matrice dei 

coefficienti è diverso da zero, allora il sistema non ha soluzioni. 

3. Se il numero di equazioni è minore del numero di incognite, il sistema ha infinite soluzioni o 

nessuna, e ciò dipende dalla specifica configurazione delle equazioni. 

  



Scritto da Gabriel 

Più formalmente: 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

Sistemi di generatori, basi, applicazioni lineari 
Un sistema di generatori di uno spazio o sottospazio vettoriale è un insieme di vettori che permette di 

ricostruire, mediante combinazioni lineari, tutti i vettori dello spazio. 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

A questo punto, introduciamo il concetto di base, cioè un insieme di vettori con i quali possiamo ricostruire 

in modo unico tutti i vettori dello spazio mediante combinazioni lineari. 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Possiamo inoltre definire coordinate (o componenti) di un vettore rispetto a una base gli scalari mediante 

cui il vettore si esprime come combinazione lineare dei vettori della base.  

Equivalentemente, fissata una base di uno spazio vettoriale, le coordinate di un vettore rispetto alla base 

scelta sono i coefficienti della combinazione lineare con cui si esprime il vettore in termini degli elementi 

della base. 

 



Scritto da Gabriel 

 

Data quindi una matrice 𝐴, sapendo il suo rango 𝑘 ed essendo stata ridotta ad 𝑈 in forma ridotta di Gauss. 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Per ricavare una base da un sistema di generatori: 

- Verifica dell'Indipendenza Lineare: Verifica se i vettori del sistema di generatori sono linearmente 

indipendenti. Questo è un passaggio cruciale perché una base deve consistere di vettori 

linearmente indipendenti. 

 

- Seleziona i Vettori Linearmente Indipendenti: Se i vettori del sistema di generatori sono già 

linearmente indipendenti, allora hai già una base. In tal caso, non c'è bisogno di ulteriori passaggi. 

Questi vettori costituiranno la tua base. 

 

- Seleziona Subset Linearmente Indipendente: Se i vettori del sistema di generatori sono linearmente 

dipendenti, dovrai selezionare un subset di vettori che siano linearmente indipendenti e 

costituiscano ancora un sistema di generatori. Questo subset costituirà la tua base. 

 

- Aggiungi Vettori Aggiuntivi se Necessario: Se il subset selezionato nel passaggio precedente non 

genera tutto lo spazio vettoriale, dovrai aggiungere ulteriori vettori dal sistema di generatori 

originale finché non ottieni una base che sia linearmente indipendente che generatrice. 

 

- Opzionale: Ordina la Base: Se hai bisogno di una base ordinata, puoi organizzare i vettori selezionati 

in un ordine specifico. Questo può semplificare i calcoli successivi. 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Descriviamo ora il concetto di mappa delle coordinate: 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Ora il momento di introdurre una funzione nota come applicazione lineare: 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

La "matrice associata" a un'applicazione lineare rispetto a basi ordinate fisse sul dominio e sul codominio è 

una matrice che rappresenta l'effetto dell'applicazione lineare sulla base di partenza espressa in termini 

della base di arrivo. Questa matrice consente di collegare le coordinate dei vettori nei due spazi vettoriali 

attraverso l'applicazione lineare. 

 



Scritto da Gabriel 

 

La "matrice di passaggio" da una base ordinata a un'altra è una matrice che consente di trasformare le 

coordinate di un vettore da una base a un'altra base dello stesso spazio vettoriale. Questa matrice è utile 

quando si desidera calcolare le coordinate di un vettore rispetto a una nuova base, utilizzando le coordinate 

rispetto a una base di partenza. 

 

 

La "regola del parallelogramma" è un concetto geometrico che è spesso utilizzato per verificare se una base 

è o meno ortogonale. In una base ortogonale, i vettori di base sono tutti mutuamente perpendicolari. 

La regola del parallelogramma afferma che una base è ortogonale se e solo se per ogni coppia di vettori di 

base 𝑣𝑖 e 𝑣𝑗, la seguente equazione è vera: 

 

  



Scritto da Gabriel 

Il completamento ad una base è un concetto utilizzato quando si ha uno spazio vettoriale generato da un 

insieme di vettori e si desidera trovare ulteriori vettori che, insieme agli originali, costituiscono una base 

completa per lo spazio vettoriale. In altre parole, il completamento ad una base estende l'insieme di vettori 

in modo da ottenere una base che copre tutto lo spazio. 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

  



Scritto da Gabriel 

Basi ortogonali, ortonormali, autovalori, autovettori, diagonalizzazione 
Per i tipi di base, distinguiamo: 

- Le basi ortogonali, definite come tali se e solo se i vettori che le compongono sono a due a due 

ortogonali rispetto al prodotto scalare 

 

- Le basi ortonormali, cioè delle basi ortogonali in cui tutti i vettori hanno norma unitaria rispetto ad 

un fissato prodotto scalare 

 

 

Normalizzare in questo contesto significa trasformare un insieme di vettori in un insieme ortonormale, cioè 

un insieme di vettori che sono sia ortogonali tra loro che di norma unitaria (lunghezza 1). 

Quando normalizzi un insieme di vettori, stai dividendo ciascun vettore per la sua norma (lunghezza) in 

modo che diventi un vettore di lunghezza 1. In altre parole, stai proiettando ciascun vettore nell'insieme 

sulla sfera unitaria centrata nell'origine. 

 



Scritto da Gabriel 

Un "insieme ortonormale" è un insieme di vettori in uno spazio vettoriale in cui ogni vettore è di norma 

unitaria (lunghezza 1) e tutti i vettori sono mutuamente perpendicolari (ortogonali) tra loro. In altre parole, 

un insieme ortonormale è un insieme di vettori che soddisfa entrambe le condizioni di ortogonalità e 

normalizzazione. 

 

Una base ortogonale (rispettivamente ortonormale) è una base che è anche un insieme ortogonale. 

 

 

Dato 𝑆 un insieme di generatori di 𝑉, possiamo costruire 𝑆0 come insieme di generatori ortogonale di 𝑉 

attraverso l’algoritmo di Gram-Schmidt. 

Questo è un metodo utilizzato per trasformare una base lineare qualsiasi in una base ortogonale o 

ortonormale. Questo algoritmo è particolarmente utile nell'ambito dell'algebra lineare e ha applicazioni in 

diverse aree, come la risoluzione di sistemi lineari, la diagonalizzazione di matrici e altro ancora. 

Al fine di costruire una base ortonormale di 𝑉, si normalizzano i vettori di una base ortogonale. 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Vediamo un semplice esempio applicativo considerando la seguente base: 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Consideriamo ad esempio: 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Introduciamo altri concetti chiave: 

- Un autovalore di una matrice è un numero scalare che rappresenta come un'operazione lineare 

(rappresentata dalla matrice) allunga o comprime un vettore. 

- Un autovettore è il vettore associato a un determinato autovalore. 

 

 



Scritto da Gabriel 

In termini più semplici, gli autovalori e gli autovettori forniscono informazioni su come una trasformazione 

lineare cambia o scala i vettori. Gli autovalori possono essere reali o complessi, e una matrice può avere più 

di un autovalore e più di un autovettore associato ad ogni autovalore. Gli autovettori associati allo stesso 

autovalore possono essere linearmente indipendenti, costituendo una base per lo spazio degli autovettori. 

 

Introduciamo due precisazioni: 

1. Autovalori di Matrici Triangolari 

Una matrice triangolare è una matrice in cui tutti gli elementi al di sopra o al di sotto della diagonale 

principale sono nulli. Le matrici triangolari possono essere superiori (tutti gli elementi sotto la diagonale 

sono nulli) o inferiori (tutti gli elementi sopra la diagonale sono nulli). 

Per le matrici triangolari, gli autovalori corrispondono agli elementi diagonali. In altre parole, gli autovalori 

di una matrice triangolare sono gli elementi che si trovano sulla diagonale principale. Questo perché gli 

autovettori associati a ciascun autovalore sono gli autovettori che hanno componenti non nulle solo nella 

colonna corrispondente all'autovalore (cioè, gli autovettori associati agli elementi diagonali). Poiché le 

matrici triangolari non cambiano la struttura della loro diagonale quando vengono moltiplicate per un 

vettore, è intuitivo che gli autovalori siano direttamente legati agli elementi diagonalmente. 

2. Autovalori di Matrici Diagonali 

Una matrice diagonale è una matrice triangolare sia superiore che inferiore, in cui tutti gli elementi al di 

sopra e al di sotto della diagonale principale sono nulli. In altre parole, tutti gli elementi non diagonali sono 

nulli. 

Per le matrici diagonali, gli autovalori corrispondono direttamente agli elementi diagonali. Gli autovalori di 

una matrice diagonale sono gli elementi che si trovano sulla diagonale principale. Inoltre, gli autovettori 

associati agli autovalori sono gli autovettori che hanno componenti non nulle solo nella posizione 

corrispondente all'autovalore. 

Nelle matrici diagonali, gli autovettori non cambiano direzione quando vengono moltiplicati per la matrice 

stessa, poiché ciascun componente dell'autovettore è scalato solo per l'autovalore corrispondente. Questo 

rende gli autovalori e gli autovettori delle matrici diagonali particolarmente semplici da calcolare e 

comprendere. 

In sintesi, sia per le matrici triangolari che per le matrici diagonali, gli autovalori sono direttamente associati 

agli elementi diagonali, semplificando il calcolo e l'interpretazione delle proprietà degli autovalori e degli 

autovettori. 



Scritto da Gabriel 

A proposito di autovalori, definiamo ora: 

 

Le molteplicità algebriche e geometriche possono essere uguali o diverse per un autovalore. Ecco alcuni 

scenari possibili: 

1. Molteplicità Algebrica = Molteplicità Geometrica 

a. In questo caso, ci sono abbastanza autovettori linearmente indipendenti per riempire tutto 

lo spazio degli autovettori associati all'autovalore. 

2. Molteplicità Algebrica > Molteplicità Geometrica 

a. Questo indica che l'autovalore ha più autovettori linearmente indipendenti di quanti ne 

siano necessari per formare lo spazio degli autovettori associati. 

3. Molteplicità Algebrica < Molteplicità Geometrica 

a. Questo indica che ci sono meno autovettori linearmente indipendenti di quanti ne 

sarebbero necessari. 

  



Scritto da Gabriel 

Date due matrici 𝑛 𝑥 𝑛 𝐴 e 𝐵, abbiamo che sono simili quando esiste 𝑆 non singolare (invertibile) tale che  

𝐴 = 𝑆𝐵𝑆−1 

Oppure anche: 

 

 

Possiamo definire inoltre la matrice diagonalizzabile, che è una matrice quadrata simile a una matrice 

diagonale. In altri termini una matrice A è diagonalizzabile se esiste una matrice invertibile P tale che PD=AP, 

dove D è una matrice diagonale dello stesso ordine di A. 

 

  



Scritto da Gabriel 

oppure anche: 

 

Il teorema di diagonalizzabilità stabilisce le condizioni sotto le quali una matrice può essere diagonalizzata. 

In particolare, il teorema afferma che una matrice quadrata 𝐴 è diagonalizzabile se e solo se ha 𝑛 

autovettori linearmente indipendenti, dove 𝑛 è la dimensione della matrice. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Prima di introdurre le matrici diagonalizzabili, occorre necessariamente parlare di: 

 

 

Lo spettro di una matrice è un concetto importante nell'ambito della teoria delle matrici e dell'analisi 

lineare. Si riferisce all'insieme dei valori propri (autovalori) della matrice.  

Gli autovalori di una matrice sono numeri scalari che, quando moltiplicati per un vettore, danno un vettore 

parallelo a quello iniziale, in altre parole, non cambiano la sua direzione, ma possono solo scalare il vettore. 

Lo spettro di una matrice può essere visto come una generalizzazione dei concetti di radici di un polinomio 

alle matrici. 

  



Scritto da Gabriel 

 

Il Teorema Spettrale versione additiva riguarda le matrici simmetriche e stabilisce che ogni matrice 

simmetrica reale può essere diagonalizzata da una matrice di autovettori ortogonali. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Metodi di conteggio, permutazioni, combinazioni, distribuzioni e relazioni 

di ricorrenza 
I metodi di conteggio si basano sul contare oggetti di insiemi finiti. 

Ci sono diversi principi fondamentali che stanno alla base dei metodi di conteggio: 

- Principio Fondamentale del Conteggio: Questo principio afferma che se ci sono 𝑛 modi di fare una 

prima operazione e 𝑚 modi di fare una seconda operazione indipendentemente dalla prima, allora 

ci sono 𝑛 × 𝑚 modi di fare entrambe le operazioni in successione 

 

- Principio di Somma: Questo principio afferma che, se un evento può verificarsi in 𝑛 modi diversi o in 

𝑚 modi diversi (senza sovrapposizione), allora ci sono 𝑛 + 𝑚 modi in cui l'evento può verificarsi. 

 

 

 

- Principio di Moltiplicazione: Questo principio è una generalizzazione del Principio Fondamentale del 

Conteggio e afferma che se ci sono 𝑛1 modi di fare la prima operazione, 𝑛2 modi di fare la seconda 

operazione dopo la prima, e così via fino a 𝑛𝑘 modi di fare l'ultima operazione, allora ci sono 

𝑛1 𝑥 𝑛2 𝑥 … 𝑥 𝑛𝑘 modi di fare tutte le operazioni in sequenza. 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

Ora tutti i modi di combinazione: 

- Una "permutazione" di un insieme di elementi è un ordinamento diverso di quegli elementi. In altre 

parole, una permutazione rappresenta un modo di organizzare gli elementi in un ordine specifico. 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

- Una "r-permutazione" di un insieme di elementi è un ordinamento di 𝑟 elementi presi dall'insieme, 

appunto presi con un ordine specifico. 

 

 

Possiamo inoltre descrivere: 

- Una "combinazione" di un insieme di elementi è una selezione di elementi senza considerare 

l'ordine. In altre parole, una combinazione rappresenta un insieme di elementi scelti dall'insieme, 

ma l'ordine di scelta non è rilevante. Il numero di combinazioni possibili di un insieme di 𝑛 elementi 

è 2𝑛, dove ogni elemento può essere incluso o escluso. 

 

- Una “r-combinazione”, descritta come selezione non ordinata di 𝑟 degli 𝑛 oggetti (un sottoinsieme 

di 𝑟 oggetti dell’insieme degli 𝑛 oggetti) 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

La "formula binomiale", nota anche come "teorema del binomio", è una formula matematica che esprime il 

risultato dell'elevamento a potenza di un binomio 𝑎 + 𝑏 alla n-esima potenza. La formula è spesso utilizzata 

per espandere l'espressione (𝑎 + 𝑏)𝑛 senza dover scrivere esplicitamente tutti i termini nell'espansione. 

 

Per corollario, i successivi: 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

Un altro modo di disporre le combinazioni è usare il  "triangolo di Pascal", noto anche come "triangolo di 

Tartaglia", è una disposizione di numeri in forma di triangolo che è utilizzata per calcolare rapidamente i 

coefficienti binomiali e altre proprietà combinatorie.  

La costruzione del triangolo di Pascal avviene come segue: 

1. La prima riga contiene il numero 1. 

2. Ogni riga successiva inizia e termina con 1. 

3. Gli altri numeri in ogni riga sono ottenuti sommando i due numeri immediatamente sopra di essi 

nella riga precedente. 

 

  



Scritto da Gabriel 

Descriviamo inoltre: 

- Una “permutazione con ripetizioni” come disposizione ordinata (un allineamento) di oggetti alcuni 

dei quali non distinguibili 

 

 

- Le "combinazioni con ripetizioni" sono un'estensione del concetto di combinazioni standard, in cui 

gli elementi possono essere selezionati più di una volta. Questo tipo di combinazioni si verificano 

quando si desidera contare il numero di modi in cui è possibile selezionare un certo numero di 

oggetti da un insieme, consentendo la possibilità di selezionare lo stesso oggetto più volte. 

o In una combinazione con ripetizioni: 

▪ Si ha un insieme di 𝑛 elementi distinti. 

▪ Si vuole selezionare 𝑟 elementi da questo insieme, permettendo la ripetizione degli 

elementi. 

▪ L'ordine di selezione non è rilevante, quindi due selezioni che differiscono solo per 

l'ordine vengono considerate la stessa selezione. 

 

  



Scritto da Gabriel 

 

 

Le "distribuzioni di oggetti distinti" si riferiscono al modo in cui oggetti diversi vengono assegnati o distribuiti 

in un certo numero di "contenitori" o "slot". Questo concetto è spesso utilizzato per contare il numero di 

modi in cui è possibile organizzare oggetti diversi in gruppi o posizioni specifiche. 

Ci sono diversi scenari di distribuzioni di oggetti distinti che possono essere considerati: 

1. Distribuzioni in Posizioni Distinte: In questo caso, si tratta di distribuire 𝑛 oggetti distinti in 𝑟 

posizioni, dove 𝑛 ≥ 𝑟. Ogni oggetto viene assegnato a una posizione e non ci sono duplicati. Il 

numero di modi per fare ciò è 𝑛! (n fattoriale), poiché ci sono 𝑛 modi di assegnare il primo oggetto, 

𝑛 − 1 modi per assegnare il secondo oggetto, e così via. 

2. Distribuzioni con Restrizioni: A volte potrebbero esserci restrizioni su come gli oggetti distinti 

possono essere assegnati. Ad esempio, potremmo avere 𝑛 oggetti distinti che devono essere 

distribuiti in 𝑟 posizioni, ma alcune posizioni possono avere restrizioni specifiche. In questo caso, è 

possibile utilizzare il principio del prodotto o la formula del coefficiente multinomiale per calcolare il 

numero di modi. 

3. Distribuzioni con Ripetizioni: Se consentiamo la possibilità di assegnare lo stesso oggetto a più di 

una posizione, allora ci troviamo in un caso di distribuzioni con ripetizioni. Questo è simile al 

concetto di combinazioni con ripetizioni, ma stavolta assegniamo oggetti distinti a posizioni distinte. 

  



Scritto da Gabriel 

4. Distribuzioni in Contenitori Indistinti (o di oggetti identici): In alcuni casi, potremmo essere 

interessati a distribuire oggetti in gruppi o contenitori indistinti. Questo si riferisce al numero di 

modi in cui possiamo suddividere 𝑛 oggetti in 𝑟 gruppi indistinti. Il numero di modi in cui ciò può 

essere fatto è rappresentato dal coefficiente binomiale (𝑛+𝑟−1
𝑟−1

) 

 

 

 

 



Scritto da Gabriel 

Per concludere, le relazioni di ricorrenza, formule ricorsive che contano il numero di modi di eseguire una 

procedura con 𝑛 oggetti in funzione del numero di modi di eseguirla con un numero minore di oggetti. 

Descriviamo quindi 𝑎𝑘 modi di eseguire la procedura con 𝑘 oggetti, in funzione di alcuni degli 𝑎𝑘 con 𝑘 < 𝑛. 

 

Descriviamo poi una soluzione di una relazione di ricorrenza come formula esplicita per 𝑎𝑛 che dipende solo 

da 𝑛 (e da non gli 𝑎𝑘 precedenti). 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 

  



Scritto da Gabriel 

Abbiamo infine: 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 

 

 



Scritto da Gabriel 
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